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INTRODUCTION

Soit g une fonction continument derivable sur I'intervalle 1 = [-1, 1]
verifiant g(O) = 0. On peut ecrire g = xf ou fest une fonction continue sur l,
et, il resulte facilement de la formule de Taylor que SUPXEllf(x)l::;;;
sUPxEII g'(x)l·

Mais pour J E 10, 1[ on peut aussi poser g = Ix I~ f~ au fb est une fonction
continue. Peut-on, comme precedemment, donner une majoration de f~ en
fonction de g et de J? Le present article repond par I'affirmative it cette
question, dans un cadre un peu plus general. On pourra remarquer que les
methodes classiques de la theorie de l'approximation jouent un role essentiel
pour etablir les resultats.

NOTATIONS HYPOTHESES ET RESULTATS

Soit 1= [+ 1, 1j. Pour p E IN et a E [0, 11 avec p + a >°on designera par
cp,a l'ensemble des fonctions J d'une variable reelle, definies sur l, possedant
une deriveef(P), bornee si a = 0, lipschitzienne d'ordre a sur 1 si a*, 0. Pour
toute fonctionJon note Ilfll=suPXEllf(x)1 et IIJII*=sUPXERlf(x)l. Pour
g E cp,a on note

M(g) = II g(P) II
= sup \ g(P)(x) - g(P)(y)llx _ y\-a

x,YEI

sia =0,

si a = O.

LEMME 1. Soil g E cp,a et soil k tel que 0::;;; k <p + a. On suppose que
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g(O) =g'(O) = ... =g(k)(O) = O. Alors pour tout 15 verifiant 0 < 15 <p +a et
r5 ~ k + 1 it existe une fonction continue fh telle que pour x E I,

g(x) = xhfh(X)

g(x) = Ixl hfh(X)

si r5 E IN,

si r5 E IN.

Demonstration. Si r5 E IN, g(h) est continue puisque 0 < r5 <p +a done
g(x) = (1/r5!) g (x - t)h-l g(h)(t) dt = xhfh(X) ou fh est continue.

Si 15 E IN et k <p, alors g(k) possede une derivee bornee par une
constante Met, done, Ig(k)(t)1 ~ Mit I (t E I). Par suite Ig(x)1 =
1(1/k!)g(X-t)kg(k)(t)dtl~M'lxlk+l. Mais r5~k+l et r5EIN, done,
(j < k + 1. II en resulte que I'on peut ecrire g(x) = Ixl hfh(X) ou fh est une
fonction continue nulle en O.

Si r5 E IN et k = p, alors puisque k <p + a, a =I=- O. Comme g(k) E CO. a
, il

existe une constante K telle que Ig(k)(t)1 ~ K ItI". Comme pour Ie cas
precedent on a done, Ig(x)1 ~ K' Ixl k +a = K' IxI P +a

.

On peut done ecrire, puisque r5 <p + a, g(x) = Ixlh fh(X) ou fh est une
fonction continue nulle it I'origine.

Soient aI' a2 , ... , a, des elements distincts de I. On considere les fonctions
g E cp,a qui verifient les proprietes (Pj ) (j = 1,... , r) suivantes: il existe un
entier k j tel que 0 ~ k j <p +a pour lequel

Si g verifie les proprietes (Pj ) (j = 1,... , r), pour y = (Yl ,..., Y,) E IR +r verifiant
o< y; <p + a, Y; ~ k; + 1 (i = 1,..., r), on peut affirmer, d'apres Ie Lemme 1,
qu'il existe deux fonctions continues m et f v telles que

On note Iyl = sup; Yi' Nous nous proposons, dans cet article, de donner
une majoration de f y en fonction de g et de M(g). Plus precisement nous
demontrerons Ie resultat suivant:

THEOREME. Pour p, a, kl"'" k" Y donnes, it existe deux constantes A et
B telles que pour toute fonction g E cp,a verifiant les conditions (Pj )

(j = 1,... , r) on ait

soitllfyll~A Ilgll,

soit II fyll ~ B(M(g))1 yl/(p+a) II glll- (I yl/(P+a».

Voici les deux etapes principales de la demonstration:
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(1) Nous traitons pour commencer Ie cas des polynomes en utilisant
comme Dutil fondamental I'inegalite de Bernstein.

(2) Nous considerons ensuite Ie cas des fonctions de Cp
•
a en remar­

quant qu'elles peuvent etre approchees par les polynomes (theoreme de
Jackson) de fa90n bien controlee et en utilisant pour les polynomes
d'approximation les inegalites obtenues dans la premiere partie.

INEGALITES POUR LES POLYNOMES

On note H m I'ensemble des polynomes de degre au plus n.

PROPOSITION 1. Soient fJ et 15 deux reels verifiant 0 <fJ < 15. Alors pour
tout p E H n (n;> 1) on a

Illxll! PII < (C(r5) n)~-l!lllxl~ PII,

avec C(r5) = (24/23)(1 + 1/15)(1 + 6)1/~.

Demonstration. Pour n = 1 Ie resultat est evident. On suppose done
n;> 2. Rappelons I'inegalite de Bernstein [2, p.90]. Si T est un polynome
trigonometrique de periode 2n, d'ordre au plus n, on a II T' II * < n II Til *.
Posons T(O)=P(cosO) et soit 00 tel que jT(Oo)I=IITII*. Soit aE ]0, 1[ et
I n = [Oo-an-I,Oo+an- I

]. Alors d'apres I'inegalite de Bernstein, pour

OEJn on a IT(O)-T(Oo)I<IO-OolnIITII*<aIITII*, done, pour OEJn

IT(O)I;> (1- a)11 TII* et par suite:

Illxl~ PII = Illcos Ol~ Til' ;> sup Icos Ol~ IT(O)I
eEJ"

;> (1 - a)11 TII* sup Icos Ol~
eEJ"

;> (l-a)IITII* (sinan-l)~

;> (l-a)a~n-~[I- (a 2/6n 2W IITII*

car sin(a/n) > (a/n) - (a 3/6n 3
).

Nous prendrons a = 6/(1 + 0) ce qui rend maximum Ie coefficient a~(1 - a)
et I'on a puisque a < 1 et n;> 2, 1 - (a 2/6n 2 );> 23/24. Par suite:

(1)
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Soit bE ]0,1 [ et In I'ensemble des points fJ tels que leos fJl ~ bin alors,
d'apres (1):

sup leos fJllll T(fJ)1 ~ (b/n)1l11 TII*
fJEl n

et

sup leos fJllll T(fJ) I~ (n/b)8-llllleos fJI 8 TII*,
fJE [)n

done, au total:

Illxl ll PII ~ Max [b ll - 8, bll (24/23)8 (1 + 1/(5)8 (1 + (5)] n8- ll lllxl 8PII.

Choisissons b = (23/24)(c5/(c5 + 1))(1 + (5)-1/8 ee qui realise l'ega1ite des
deux termes dont il faut prendre Ie maximum et ee maximum vaut alors
[(24/23)(1 + l/(5)(l + (5)1/8]8-1l. L'inegalite est ainsi demontree.

Dans Ie eas ou fJ et c5 sont des entiers, on peut ame1iorer ee resultat en
utilisant une methode plus simple:

PROPOSITION 2. Pour P E Hn(n ~ 0) on a:

Demonstration. Donnons une autre forme de I'inegalite de Bernstein: si
SEHn alors, pour xE]-l,1[, IS'(x)l~n(1-x2)-1/21ISII. Posons
R(x)=xP(x) et soit aE ]0, 1[. On a R(x)=R(O)+xR'(xo) pour un X o
eompris entre °et x. Done, P(x)=R'(xo) et si Ixl <a, d'apres I'inegalite de
Bernstein IP(x)I~(n+ 1)(1-a 2

)-
1/2 1IxPII. Mais si Ixl~a i1 est clair que

IP(x)l~a-IlixPII, done,

IIPII ~ Max[a- I
, (n + 1)(1- a2)-I!2] IlxPII·

Choisissons a = [(n + 1)2 + 1] -1/
2

, on a a10rs I'egalite des deux termes dont
il faut prendre Ie maximum et ee maximum vaut [(n + 1)2 + 1] 1/2 ee qui
demontre 1a proposition.

Des ealeu1s tota1ement analogues nous eonduisent aux resultats suivants:

PROPOSITION 3. Sous fes hypotheses de fa Proposition 1 on a:

11(1 ± x)1l PII ~ (V2 C(2c5) n)28- 21l11(1 ± X)8 PII·

PROPOSITION 4. Pour P E Hn (n ~ 0) on a:

IIPII~(n+ 1?11(1 ±x)PII·
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ml(x) = (1 - X)b 1 Ix - xll ill Ix - xrl llr (1 +X)b 2
,

m2(x) = (1 - X)d l Ix - xII~1 Ix - xrl~r (1 +X)d2
,
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OU xl,... ,xr sont des elements distincts de ]-1,1[ et ou O~bl~dl'

O~b2~d2' O~fJi~Oi(i= 1,...,r).

COROLLAIRE. Il existe une constante C(m[, m2) telle que pour P E Hn

(n~ 1) on ait IIPmlll~C(ml,mJndIIPm211 avec

d= Max[ol -fJI ,..., or-fJ" 2(dl - bl)' 2(d2- b2)!·

Les exposants de n dans les Propositions 1-4 et Ie corollaire sont
optimaux. Ce resultat est etabli dans [1] ou I'on demontre en outre des
inegalites pour les polyn6mes, dans les espaces LP, analogues acelles etudees
ici. Cependant, dans [1] les constantes C(o) sont moins precises que celles
obtenues dans Ie present article.

INEGALITES POUR LES FONCTIONS DE cp,a

Rappelons pour commencer Ie theoreme d'approximation de Jackson [2,
p. 125-129].

THEOREME. Il existe une constante K = K(p, a) telle que, pour tout n >p
et pour toute fonction g E cp,a on puisse trouver un polynome Qn E Hn tel
que II g - Qnll ~ Kn-p-aM(g).

(On trouvera par exemple dans [2] des valeurs numeriques pour la
constante K).

Nous allons d'abord etudier Ie cas des fonctions qui verifient une seule
condition (PJ aI'origine: on considere les fonctions g de cp,a qui verifient la
propriete (P): il existe un entier k tel que 0 ~ k <p +a pour lequel

g(O) = g'(O) = ...= g(kl(O) = O.

Pour un nombre 0 verifiant 0 <0 <p + a, 0~ k + 1 soit f/j la fonction
continue telle que [x]O fo = g, avec [x]O = XO si 0 E IN et IxF= Ixlo si
oE IN. On designera par 0' Ie plus petit nombre entier superieur ou egal aO.

PROPOSITION 5. Pour p, a, k, fJ, donnes, it existe une constante C I telle
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que pour toute fonction g verifiant la propriete (P) et pour tout n >p on
puisse trouver un polynome PnE H n tel que

Demonstration. (1) Supposons pour commencer que 0 < () :::;; 1 (done,
JI = 1). D'apres Ie theoreme de Jackson, pour n >p il existe un polyn6me
QnEHn+1 tel que Ilg-Qnll:::;;Kn-p-aM(g). Done, puisque g(O)=O,
II g(x) - Qn(x) + Qn(O)II:::;; 2Kn-p- aM(g). Posons Qn(x) - Qn(O) = xPn(x)
(PnEHn). On a pour sEIN Ilx(Pnzs-Pnzs+,)11:::;;4Kn~p-a2-s(p+a)M(g)et
d'apres la Proposition 1, il existe une constante Cz telle que:

done, puisque (j <p + a, pour n> 1, la suite ([XP-8 Pnzs)SEIN est une suite de
Cauchy et converge normalement, done uniformement vers une fonction
continue hn. Comme elle converge simplement vers f8 pour x*"O et que f8
est continue, il en resulte que pour tout n, f8 = hn , done, que la suite
([xP- 8Pnzs )SEIN converge normalement versf8 et de plus on a

OJ

IIf8 - [xjl-8 Pnll:::;; L II[xr- 8 (PnZs-Pnzs+,)11
s=o

ce qui prouve la proposition pour 0 < (j :::;; 1.

(2) Supposons maintenant que (j > 1. Posons g = fo = xfl = xZfz = '" =
x8'~18'_1 = [X]8 f8' Qn(x) - Qn(O) = XPn,I(X) et pour i = 1,2,..., (j' - I,

Pn,i(X) - Pn.i(O) = XPn.i+I(X), Pn.8' = Pn·
En utilisant de fayon repetee la meme methode que dans la premiere partie

de la demonstration et en partant de II g- Qnll :::;;Kn-p-aM(g), nous
obtenons successivement les inegalites suivantes pour i = 1,... , Jf - 1:

II/; - Pn,ill:::;; kini-p-aM(g),

II f.. - XPn,i+ III:::;; 2kin
i

-
p
- aM(g),

ou k l' k z,... , designent des constantes, et finalement,

(2)

(3)

PROPOSITION 6. Pour p, a, k, () donnes, il existe deux constantes A I et
B I telle que pour toute fonction g satisfaisant la propriete (P) et pour tout
n >p on ait
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Demonstration. Nous conservons les notations de la Proposition 5. Nous
avons pour i = 1,... , JI - 1, Ilhll <Ilh - Pn,ill + IIPn,ill, done, d'apres
I'inegalite (2) et la Proposition 1:

et
Ilhll <kini-p-aM(g) + C(l) n IlxPn,ill

IlxPnJ <IlxPn,i - h-III + Ilh-lll,

L'inegalite (3) donne

II existe done une constante D i telle que

Ilhll <Dini-p-aM(g) + C(1) n Ilh-lll·

Par ailleurs en utilisant un raisonnement analogue nous avons:

(4 )

et done, d'apres les Propositions 5 et 1, il existe deux constantes C3 et C4

telles que

11/811 <C3 n8
-

p
-

a M(g) + C4 nH 1-8' IlxPnll.

Mais IlxPn,8,1I <IlxPn ,8' -18'-111 + 11/8'-111 et en utilisant l'inegalite (3):

IlxPn,d <2k8 '_1 n8 '-p-a- IM(g) + 11/8'-111.

II existe done deux constantes C5 et C6 telles que

(5)

La conclusion s'obtient alors facilement en combinant les inegalites (4) et
(5).

Remarque. Par un changement de variable affine, les resultats des
Propositions 5 et 6 sont encore valables quand on remplace I par un inter­
valle [a, b] borne quelconque. Dans ce changement, l'origine devient Ie point
(a+b)/2.

Avant de passer a la demonstration du theoreme enonce dans l'in­
troduction, nous aurons besoin d'un resultat de prolongement.

LEMME 2 (Principe de reflexion), Il existe une constante C 7 telle que
pour toute lonction g E cp,a sur l'intervalle [0, 1] on puisse trouver une
lonction g verifiant g E cp,a sur [-1,1], g(x)=g(x) pour xE [0, 1],
II gil <C7 11 g 11[0,1]' M(g) <C7 M(g).
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Demonstration. Soit (c 1 , c2,... , cp+I) la solution du systeme des p + I
equations I:~~:(-I/nYcn=1 (j=O,I, ...,p). Alors il est clair que la
fonction g definie par:

g(x) = g(x)
p+1

g(x) = I Cng(-x/n)
n=l

pourxE [0, I),

pour x E [-1,0],

repond it la question.

Remarque. Supposons maintenant que g verifie pour 0 ~ k <p + a,
g(O) = g'(O) = .,,= g(k)(O) = 0; alors pour J verifiant 0 < J <p + a,
J ~ k + I, on peut ecrire d'apres Ie Lemme I g(x) = x 8f8(X) (x E [0, I)) OUf8
est continue. De plus, il existe une fonction continue h telle que g(x) = [X)8
h(x). Cela resulte aussi du lemme I puisque nous avons:

g(O) = g'(O) = ... = g(k)(O) = O.

Ii est clair que h = f8 sur [0, I).

PROPOSITION 7. Pour p, a, k l , ... , k" Y = (YI ,... , Yr) donnes it existe deux
constantes A 2 et B 2 telles que pour tout n E IN * et pour toute fonction
g E Cp·a verifiant les proprietes (Pj) (j = I,... , r) on ail

Demonstration. On peut trouver des intervalles fermes II'"'' In tels que
U~= Js = I, et que pour tout j, aj appartienne it un seul intervalle Is dont il
est Ie milieu si lajl =t- I et une extremite si lajl = 1. Sur chacun des intervalles
Is dont l'un des aj est Ie milieu on peut appliquer la Proposition 6. Si lajl = I
on peut se ramener apres changement de variable au cas ou g(x) = x8f8(X)
(x E [0, I)). Le Lemme 2 et la remarque qui Ie suit nous permettent done de
supposer que aj est un point interieur et d'appliquer de nouveau la
Proposition 6. La combinaison des n inegalites obtenues nous donne Ie
resultat.

Demonstration du Theoreme. Si g E Hp+I' d'apres Ie corollaire, la
premiere inegalite est verifiee pour g. Si g E H p + l' on est assure que
M(g) =t- 0, II gil =t- O. Si (A 2M(g)/B 2 II gil) ~pp+a en prenant n = p + I dans
la Proposition 7 on a lIfyll ~ 2(p + I)IYI II gil. Si (A 2M(g)/B 2 11 gil) >pp+a
on peut choisir n tel que: (A 2M(g)/B 2 11 gll)l/(p+al ~ n < (A 2M(g)/
B 2 11 gll)I/(P+al + 1.

On a alors n ~ 2(A 2 M(g)/B 2 11 gll)l/(P+al, done, d'apres la Proposition 7
Ilfyll ~ 2Iy,+IB2(A2M(g)/B211 gll)'YI/(p+al II gil et par suite il existe une
constante B telle que Ilfyll ~B(M(g))IYI/(p+al II glll-(IYI/(p+a)).
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INEGALITES POUR LE PRODUIT
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Soit fE CN>: et m(x) = Ix - allYl ... Ix - arl Y' (avec les memes notations
que ci-dessus). Peut-on minorer II fm II en fonction de f? Nous repondons par
l'affirmative en utilisant les memes methodes que pour la division. Les
calculs etant encore plus faciles, nous donnons les resultats suivants sans
demonstration:

PROPOSITION 8. Pour p, a, m donnes, if existe deux constantes A 3 et B 3

telles que pour tout n E IN * et pour toute fE cp,a on ait

PROPOSITION 9. Pour p, a, m donnes, if existe deux constantes A4 et B4
telles que pour toute fE cp,a on ail

soit Ilfll ~A41Ifmll, .
soil M(f)*-O et Ilflll+t(M(f))-t~B41Ifmll,

avec t=lyl/(p+a-lyl).

PROPOSITION 10. Pour p, a, m donnes if existe une constante A 5 telle que
pour tout fE cp,a on ail, si Ilfll *- 0,

Ilfll ~A5 Max [(M(f)/llfll)t, llilfm II,

t ayant la meme valeur que precedemment.

Remarque. L'inegalite de Landau sur l'intervalle I affirme que si g est de
classe C 2 alors on a soit II g' II ~ 211 gil soit II g' II ~ 2hll l

/
2 11 g" 11 1

/
2

; si
g(O) = 0, g(x) = xf(x), et il est clair que II f II ~ II g' II. L'inegalite de Landau
nous donne alors Ie resultat du theoreme dans ce cas particulier.

On comprend facilement comment on peut utiliser ce procede pour
demontrer de far;:on elementaire Ie theoreme etudie ici, SOllS les conditions
restrictives y E IN r

, a = 0.
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