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INTRODUCTION

Soit g une fonction continiiment dérivable sur lintervalle /= [—1, 1]
verifiant g(0) = 0. On peut écrire g = xf ou f est une fonction continue sur 7,
et, il résulte facilement de la formule de Taylor que sup,.|f(x) <
Supxel I g,(x)l

Mais pour d € |0, 1| on peut aussi poser g = |x|° f; ou f; est une fonction
continue. Peut-on, comme précédemment, donner une majoration de f; en
fonction de g et de 4? Le présent article répond par I'affirmative a cette
question, dans un cadre un peu plus général. On pourra remarquer que les
méthodes classiques de la théorie de I'approximation jouent un role essentiel
pour établir les résultats.

NoOTATIONS HYPOTHESES ET RESULTATS

Soit I=[+1,1|. Pour p€E N et a € [0, 1] avec p + @ > 0 on désignera par
C?* I’ensemble des fonctions f d’une variable réelle, définies sur I, possedant
une dérivée £, bornée si a = 0, lipschitzienne d’ordre o sur I si a # 0. Pour
toute fonction f on note || f{ = sup, <, | f(x)| et || fII* =sup,.r|f(x)- Pour
g€ C”% on note

M(g)=|g?| sia=0,

ft

xs[;gl kg(p)(x)__g(lﬂ(y)”x_y\—a sia=0.

LEMME 1. Soit g € CP* et soit k tel que 0 < k < p + a. On suppose que
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0021-9045/84 $3.00

Copyright © 1984 by Academic Press, Inc.
640/40/4-5 All rights of reproduction in any form reserved.



356 PIERRE GOETGHELUCK

g(0)=g'(0)=-.- =g®(0)=0. Alors pour tout § vérifiant 0 < 6 <p + a et
0 < k + 1 il existe une fonction continue fy telle que pour x € I,

go)=xfyx)  sidEN,
g0)=|xPfix)  sidEN.

Démonstration. Si €N, g® est continue puisque 0 < & < p + a donc
glx) = (1/8") I3 (x — )2~ g () dt = x’f,5(x) ou f; est continue.

Si &N et k<p, alors g possede une dérivée bornée par une
constante M et, donc, |g®()|<KM|t|¢EI. Par suite |gx)|=
I(L/ED [ (x — )k g®(e)de| < M7 |x|**!. Mais d<k+1 et §&N, donc,
8 <k+ 1. 1l en résulte que 'on peut écrire g(x) =|x|®f;(x) ou f; est une
fonction continue nulle en 0.

Si 6& N et k=p, alors puisque k <p + a, a # 0. Comme g € C*=, il
existe une constante K telle que |g®(¢) < K |t¢|*. Comme pour le cas
précédent on a donc, | g(x)| <K' [x|*** =K' |x|F*°.

On peut donc écrire, puisque 0 <p +a, g(x)=|x|?f5(x) ou f; est une
fonction continue nulle a Iorigine.

Soient a,, a,,..., a, des éléments distincts de I. On considére les fonctions
g € C* qui vérifient les propriétés (P;) (j= 1,..,,r) suivantes: il existe un
entier k; tel que 0 < k; < p + a pour lequel

gla)=g'(a) = "':g(kj)(aj) =0.

Si g vérifie les propriétés (P;) (j = l,..., 7), pour y = (¥, .., ,) € R*" verifiant
0<y;,<p+a,y;<k;+1 (i=1,..,r), on peut affirmer, d’apres le Lemme 1,
qu’il existe deux fonctions continues m et f, telles que

mx)=|x—a,|" - |x—a,|" (x€I) et g=mf,.

On note |y| = sup;y;. Nous nous proposons, dans cet article, de donner
une majoration de f, en fonction de g et de M(g). Plus précisément nous
démontrerons le résultat suivant:

THEOREME. Pour p, a, k.., k,, y donnés, il existe deux constantes A et
B telles que pour toute fonction g€ CP* vérifiant les conditions (P;)
(j=1,....r) on ait

soit |/, <4 Il g
soit || £l < BM(g)) W@+ || g||t-U/tan,

Voici les deux étapes principales de la démonstration:
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(1) Nous traitons pour commencer le cas des polynémes en utilisant
comme outil fondamental I’inégalité de Bernstein.

(2) Nous considérons ensuite le cas des fonctions de C”* en remar-
quant qu’elles peuvent étre approchées par les polynémes (théoréme de
Jackson) de fagon bien controlée et en utilisant pour les polynomes
d’approximation les inégalités obtenues dans la premiére partie.

INEGALITES POUR LES POLYNOMES

On note H,, I'ensemble des polyndmes de degré au plus ».

PROPOSITION 1. Soient § et & deux réels vérifiant 0 < B < 6. Alors pour
toutpe H,(n>1)ona

x]? P < (C(@8) )* 2 |l|x|* P,

avec C(6) = (24/23)(1 + 1/8)(1 + 6)"°.

Démonstration. Pour n=1 le résultat est évident. On suppose donc
n > 2. Rappelons l'inégalité de Bernstein (2, p. 90]. Si T est un polynéme
trigonométrique de période 2n, d’ordre au plus n, on a ||77||* < n|| T|*.
Posons T(f) = P(cos ) et soit 6, tel que |T(8,)| =] T]||*. Soit a € |0, 1] et
J,=16,—an""',6,+an""]. Alors d’aprés I'inégalit¢ de Bernstein, pour
feJ, on a |[T(O)—TO)<|6—0|n||T|*<a|T|* donc, pour §€J,
[ T(@) > (1 —a)||T||* et par suite:

l1x}® P = ll|cos 81° T

"> sup |cos §|° | T(9)
6eJ,
> (1 —a)| T||* sup |cos 8]°
8eJ,

(1 —a)| T|I* (sinan~")°
(1—a)a’n°[1 —(a*/6n™)]* | T||*
car sin(a/n) > (a/n) — (a®/6n3).

2
2

Nous prendrons a = 6/(1 + &) ce qui rend maximum le coefficient a®(1 — a)
et I'on a puisque a < 1 et n>2, 1 — (a’/6n*) > 23/24. Par suite:

I7N* < (24/23)° (1 + 67 1) (1 + 0) n® |l|x]* P]. (1)



358 PIERRE GOETGHELUCK
Soit b€ |0, 1] et I, I'ensemble des points & tels que |cos 8| < b/n alors,
d’apres (1):

sup |cos 0|° | T(6) < (b/n)° || T|I*

6el,

<(24/23)% (1 + 1/8)® (1 + 8) bPn® 2 |||x|® P||
et

sup |cos 61° | T(6)| < (n/b)°~* |||cos 8]° T|*,
0elr,
donc, au total :

I1x1° Pl < Max [b°~2, b%(24/23)° (1 + 1/6)° (1 + 8)] n®~* [[|x|? P|.

Choisissons b= (23/24)(6/(0 + 1))(1 + 8)~'/% ce qui réalise I'égalité des
deux termes dont il faut prendre le maximum et ce maximum vaut alors
[(24/23)(1 + 1/6)(1 + 8)"/°]° 2. L’inégalité est ainsi démontrée.

Dans le cas ou f et ¢ sont des entiers, on peut améliorer ce résultat en
utilisant une méthode plus simple:

ProrosSITION 2. Pour PEH, (n>0)on a:
IPI< [(n+ )7 + 1]V [|xP]|.

Démonstration. Donnons une autre forme de I'inégalité de Bernstein : si
S€H, alors, pour x€]|—1,1], |S'(x)|<n(l—x*)""*"||S|. Posons
R(x)=xP(x) et soit a€]0,1[. On a R(x)=R(0)+ xR’(x,) pour un x,
compris entre 0 et x. Donc, P(x)= R’(x,) et si |x| < a, d’apres I'inégalité de
Bernstein |P(x)| < (n+ 1)(1 —a?)~"?||xP||. Mais si |x|>a il est clair que
|P(x)| <a~'|xP|, donc,

1P|l < Max[a™", (n + 1)(1 —a®)~"*] | xP].

Choisissons a = [(n + 1)? + 1]/, on a alors I’égalité des deux termes dont
il faut prendre le maximum et ce maximum vaut [(n + 1)+ 1]"? ce qui
démontre la proposition.

Des calculs totalement analogues nous conduisent aux résultats suivants:
ProposITiON 3.  Sous les hypotheéses de la Proposition 1 on a:

I(1 £ x)* P < (V2 C28) ) (1 £ x)° P|.
ProOPOSITION 4. Pour PEH, (n>0) on a:

IPI< (n + D?[I(1 £ x) P
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Soit
m ()= (1 —x) |x —x, [P -ov |x — x| (1 + x)",
my(x) = (1 —x)? |x —x, % -0 [x — x, % (1 + x)%,
o Xi,.,Xx, sont des éléments distincts de |—1,1[ et ou 0<b, <d,,

0<b,<dy, 0K B <0, (=1 7).

COROLLAIRE. Il existe une constante C(m,, m,) telle que pour PE€ H,
(n>1) on ait | Pm,|| < C(m,, m,) n® || Pm,| avec

d=Max[8, — B, s 6, i 2(d, — b,), 2(d, — by)].

Les exposants de n dans les Propositions 1-4 et le corollaire sont
optimaux. Ce résultat est établi dans [1] ou I'on démontre en outre des
inégalités pour les polynomes, dans les espaces L”, analogues a celles étudées
ici. Cependant, dans [1] les constantes C(J) sont moins précises que celles
obtenues dans le présent article.

INEGALITES POUR LES FONCTIONS DE C?-¢

Rappelons pour commencer le théoréme d’approximation de Jackson |2,
p. 125-129].

THEOREME. Il existe une constante K = K(p, a) telle que, pour tout n > p
et pour toute fonction g € C** on puisse trouver un polynéme Q, € H, tel

que | g — Q. <Kn™?7*M(g).

(On trouvera par exemple dans [2] des valeurs numériques pour la
constante K).

Nous allons d’abord étudier le cas des fonctions qui vérifient une seule
condition (P;) a P'origine: on considére les fonctions g de C”'* qui vérifient la
propriété (P): il existe un entier k tel que 0 < k < p + a pour lequel

g0)=g'(0)=-..=g*¥(0)=0.
Pour un nombre § vérifiant 0 < < p +a, d <k + 1 soit f; la fonction
continue telle que [x]°f,=g, avec [x]°=x® si SEN et [x]®=|x|® si

6 & N. On désignera par J' le plus petit nombre entier supérieur ou égal a d.

ProPOSITION 5. Pour p, a, k, 8, donnés, il existe une constante C, telle
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que pour toute fonction g vérifiant la propriété (P) et pour tout n > p on
puisse trouver un polynéme P, € H, tel que

I1fs = [x]° 72 P, < Cyn® P~ M(g).

Démonstration. (1) Supposons pour commencer que 0 < J< 1 (donc,
¢’ =1). D’aprés le théoréme de Jackson, pour # > p il existe un polynome
Q,€H,,, tel que |[g—Q,[|<Kn""""M(g). Donc, puisque g(0)=0,
| (x) — @n(x) + Q,(O)| <2Kn~""*M(g). Posons Q,(x)— Q,(0)=xP,(x)
(P,EH,). On a pour S EN [[x(Pyc— Py <4Kn 722 7P+ DM g) et
d’aprés la Proposition 1, il existe une constante C, telle que:

M) =8 (Prgs = Prasin I €, 2%0° 707027502 a=0 (g,

donc, puisque d < p + a, pour n > 1, la suite ([x]'~° P,,,),c  est une suite de
Cauchy et converge normalement, donc¢ uniformément vers une fonction
continue /#,. Comme elle converge simplement vers f; pour x # 0 et que f;
est continue, il en résulte que pour tout n, fy=h,, donc, que la suite
([x]'~2P,,5);en converge normalement vers f; et de plus on a

1o~ 22 Pyl < iu[xJ'S(P,,zS Pl

s=0

<Cn° 7P "M(g),

ce qui prouve la proposition pour 0 < J <

(2) Supposons maintenant que 6 > 1. Posons g = f, = xf, = x*f, = -
XY= x2S @u(¥) = Qu(0)=xP, ,(x) et pour i=1,2,.6 — 1
n,l(x) Pn.z(o) xPn.l+1(x) Pn,8 _P

En utilisant de fagon répétée la méme méthode que dans la premiére partie
de la démonstration et en partant de || g— Q,||<Kn ?"*M(g), nous
obtenons successivement les inégalités suivantes pour i = 1,...,4’ — I:

fi = Pl S kin'=77"M(g), (2)
1Sy = xPy il < 2kin' =27 M(g), (3)

ou k,, k,,..., désignent des constantes, et finalement,
1/, — %1% % P,J < C,n8 "= M().

PROPOSITION 6. Pour p, a, k, & donnés, il existe deux constantes A, et
B, telle que pour toute fonction g satisfaisant la propriété (P) et pour tout
n > p on ait

15l <A4yn®~"~*M(g) + B,n’ | gll.
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Démonstration. Nous conservons les notations de la Proposition 5. Nous
avons pour i=1..d0—1, |fill<|fi—P,ill+]|P,ll, donc, dapres
'inégalité (2) et la Proposition 1:

Al < hin'=2=M(g) + C(1) n || xP, |
et
1Py il <NxPys =il + 1ol

L’inégalité (3) donne
I/l < [k + 2k, C(D)] n' =2~ M(g) + C(1) n || il
1l existe donc une constante D; telle que
Il <Din' =772 M(g) + C() n | fi |- 4)
Par ailleurs en utilisant un raisonnement analogue nous avons:
1Al <5 = 1612772 Pyl + [l x ]2 Pyl

et donc, d’aprés les Propositions 5 et 1, il existe deux constantes C, et C,
telles que

£l S CynP=P7M(g) + Cyn®* "% ||xP, ||

Mais [|xP, 5| < ||xP, s —fs._ 1!l +|I.fs-_, | et en utilisant I'inégalite (3):
xPy 5]l < 2k50_yn® P77 M) + | for .

Il existe donc deux constantes C, et C; telles que
”fa”<C5na*p‘aM(g)+C6”6+l_6’Hfaf—lu- (5)

La conclusion s’obtient alors facilement en combinant les inégalités (4) et

().

Remarque. Par un changement de variable affine, les résultats des
Propositions 5 et 6 sont encore valables quand on remplace I par un inter-
valle [a, b] borné quelconque. Dans ce changement, I’origine devient le point
(a + b)/2.

Avant de passer a la démonstration du théoréme énoncé dans lin-
troduction, nous aurons besoin d’un résultat de prolongement.

LEMME 2 (Principe de réflexion). Il existe une constante C., telle que
pour toute fonction g€ C™® sur Pintervalle (0, 1] on puisse trouver une
fonction § vérifiant § € CP* sur |—1,1], §(x)=g(x) pour x€|0,1],
1811 < Crll & o,y M(£) < C,M(g)



362 PIERRE GOETGHELUCK

Démonstration. Soit (c,, ¢;,..,C,,,) la solution du systeme des p + 1
pP+1

équations Y 2t} (—1/nYc,=1 (j=0, l,.,p). Alors il est clair que la
fonction g définie par:

g(x)=g(x) pour x € [0, 1],
p+1

§x)= Y c, g(—x/n) pour x € [—1, 0],
n=1

répond a la question.

Remarque. Supposons maintenant que g vérifie pour 0k <p+a,
g0)=g'(0)=-..=g®(0)=0; alors pour & vérifiant 0<d<p+a,
0 <k + 1, on peut écrire d’aprés le Lemme 1 g(x) = x%f;5(x) (x € [0, 1]) ou f;
est continue. De plus, il existe une fonction continue 4 telle que g(x) = [x]°
h(x). Cela résulte aussi du lemme 1 puisque nous avons:

§0)=£0)= =0 =0.

Il est clair que & =/ sur [0, 1].

PROPOSITION 7. Pour p, a, ks k., ¥ = (9,5 ¥,) donnés il existe deux
constantes A, et B, telles que pour tout n € N* et pour toute fonction
g € CP* vérifiant les propriétés (P;) (j = 1,...,r) on ait

I/l <A4n'"=P=M(g) + B,n'"[| g].

Démonstration. On peut trouver des intervalles fermés I,,..., I, tels que
Ui=1I,=1, et que pour tout j, a; appartienne a un seul intervalle /; dont il
est le milieu si |a;| # 1 et une extrémité si |@;| = 1. Sur chacun des intervalles
I, dont I'un des a; est le milieu on peut appliquer la Proposition 6. Si |a;| = 1
on peut se ramener aprés changement de variable au cas ou g(x) = x°f5(x)
(x € [0, 1]). Le Lemme 2 et la remarque qui le suit nous permettent donc de
supposer que g; est un point intérieur et d’appliquer de nouveau la
Proposition 6. La combinaison des n inégalités obtenues nous donne le
résultat.

Démonstration du Théoréme. Si g€ H,,_,, d’aprés le corollaire, la
premiére inégalité est vérifiee pour g. Si g& H,,,, on est assuré que
M(g)#0, || gl|# 0. Si (4,M(g)/B, || gl})<p"** en prenant n=p + 1 dans
la Proposition 7 on a ||/, < 2(p+ 1) | gll. Si (4,M(g)/B, | gl}) > p**
on peut choisir n tel que: (4,M(g)/B,| g)Y?*® <n< A,M(g)/
B, |l g+ + 1.

On a alors n < 2(4,M(g)/B, |l gll)/®**, donc, d’aprés la Proposition 7
1/, <2 B,(4,M(g)/B, || gl)"/**= || gl et par suite il existe une
constante B telle que || f,|| < B(M(g))'"/?* ) || g||! -/ @t
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INEGALITES POUR LE PRODUIT

Soit f€ C”* et m(x)=|x —a,|" -+ |x —a,|" (avec les mémes notations
que ci-dessus). Peut-on minorer || fin|| en fonction de f? Nous répondons par
laffirmative en utilisant les mémes méthodes que pour la division. Les
calculs étant encore plus faciles, nous donnons les résultats suivants sans
démonstration :

ProrosiTiON 8. Pour p, a, m donnés, il existe deux constantes A, et B,
telles que pour tout n € N* et pour toute f € C”* on ait

LA < Ayn™ || fim]| + Byn'" =P =2 M(f).

ProposITION 9.  Pour p, a, m donnés, il existe deux constantes A, et B,
telles que pour toute f€ C”* on ait

soit || fII <Ay fml,
soit. M(f)#0 et [ISI" M) < Byl fml,

avec t=y|/(p +a—|yl).

ProposITION 10. Pour p, a, m donnés il existe une constante A telle que
pour tout € CP* on ait, si || f] #0,

I/ <A Max [(M(O/ISID T fm s

t ayant la méme valeur que précédemment.

Remarque. L’inégalité de Landau sur I'intervalle I affirme que si g est de
classe C* alors on a soit || g'[|<2] gl| soit |[g' | <2l gll"*{ g "% si
8(0)=0, g(x)=xf(x), et il est clair que || /|| < || g'|l. L’inégalité de Landau
nous donne alors le résultat du théoréme dans ce cas particulier.

On comprend facilement comment on peut utiliser ce procédé pour
démontrer de fagon élémentaire le théoréme étudié ici, sous les conditions
restrictives y € N’, a = 0.
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